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 ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность работы. Методы обратных краевых задач аэрогид-
родинамики (ОКЗА) наиболее эффективны для проектирования крыловых 
профилей обладающих желаемыми характеристиками, чем традицион-
ные, заключающиеся в многократном решении прямых задач при подборе 
крылового профиля. В последнее время большое количество работ по-
священо расширению класса решаемых ОКЗА: проектирование крыловых 
профилей с устройствами управления потоком, многокомпонентных кры-
ловых профилей, проектирование профилей при наличии в потоке осо-
бенностей. Последние представляют особый интерес, так как закрылки и 
предкрылки, заменяемыми точечными вихрями, позволяют увеличить 
подъемную силу крылового профиля и улучшить другие аэродинамиче-
ские характеристики. 
В настоящей работе рассмотрены методы аэродинамического проек-
тирования и оптимизации форм крыловых профилей с точечными осо-
бенностями в потоке. Основное внимание уделено «модельным» задачам. 
При их формулировке, как правило, используются простые модели, что 
позволяет находить аналитические решения. Исследованы задачи, когда в 
потоке находится особенность типа – вихреисточник (вихресток). Эти 
задачи можно трактовать как модельные, содержащие частные случаи 
физически возможных особенностей: сток, источник и вихрь. 
Целью настоящей диссертации является разработка численно-
аналитических методов проектирования крыловых профилей с точечными 
особенностями в потоке; поиск оптимальных по аэродинамическим ха-
рактеристикам параметров профиля и особенности; составление на основе 
разработанных методов вычислительных алгоритмов и их программная 
реализация; анализ влияния особенностей на аэродинамические характе-
ристики крыловых профилей. 
Научная новизна. В диссертации решена задача обтекания непро-
ницаемой пластинки при наличии в установившемся потенциальном по-
токе идеальной несжимаемой жидкости (ИНЖ) особенностей типа источ-
ник, сток, вихрь, вихреисточник, вихресток. Исследована зависимость 
коэффициентов подъемной силы и силы сопротивления пластинки от ин-
тенсивности и положения особенности. C использованием метода квази-
решений ОКЗА решена задача построения крылового профиля по задан-
ному распределению скорости вдоль искомого контура профиля при на-
личии в потоке особенности типа вихреисточника. Решение построено по  
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модифицированному распределению скорости, полученному по контуру 
пластинки с вихреисточником в потоке. Случаи источника (стока) и вихря 
получены как частные. Численно-аналитически построены профили. На 
числовых примерах показано, что наличие в потоке особенности влияет на 
форму и аэродинамические характеристики крыловых профилей. При оп-
ределенном выборе интенсивности особенности удается увеличить коэф-
фициент подъемной силы профиля, по сравнению с профилем без особен-
ности в потоке. Дано обобщение на случай системы вихреисточников в 
потоке. Решена задача построения крылового профиля с предкрылком и 
закрылком, заменяемыми двумя точечными вихрями. В качестве началь-
ных данных использовалось распределение скорости, полученное по кон-
туру профиля 30N30P. С целью оценки достоверности результатов чис-
ленно-аналитических расчетов проведен прямой расчет полученных про-
филей панельным методом. Сравнение результатов расчетов показало хо-
рошую точность разработанного метода. 
Решена задача максимизации коэффициента подъемной силы при об-
текании гладкого контура с особенностью в потоке. Показано, что опти-
мальным контуром является окружность, и максимальное значение коэф-
фициента подъемной силы превосходит коэффициент подъемной силы 
контура без особенности в потоке. 
Достоверность полученных результатов обеспечивается обосно-
ванностью применяемых моделей и строгостью используемого математи-
ческого аппарата. В частности, достоверность подтверждается совпадени-
ем полученных результатов с известными частными случаями. Оценка 
достоверности осуществлена прямым расчетом полученных профилей 
панельным методом. 
Практическая ценность. Разработанные в диссертации методы, по-
лученные решения задач, алгоритмы численной реализации и построен-
ные профили могут быть полезны для проектирования крыльев летатель-
ных аппаратов. Результаты диссертации могут войти в учебную програм-
му спецкурса для студентов механико-математического факультета Ка-
занского университета. 
Апробация работы. Результаты диссертации по мере их получения 
были доложены на семинарах Отдела краевых задач (руководитель 
Н.Б. Ильинский); на итоговых научных конференциях Казанского госу-
дарственного университета (секция аэрогидромеханики) за 2005–2009 гг.; 
Молодежной научной школе–конференции «Лобачевские чтения» за 2005,
 8.Варсегова Е.В. Задача проектирования крылового профиля с предкрыл-
ком и закрылком, заменяемыми точечными вихрями / Е.В. Варсегова, 
Н.Б. Ильинский // Модели и методы аэродинамики. Материалы девятой 
международной школы-семинара. – М.: МЦНМО, – 2009. – С. 31. 
9.Варсегова Е.В. Обтекание пластинки при наличии в потоке особенно-
стей / Е.В.Варсегова // Итоговая научно-образовательная конференция 
студентов Казанского государственного университета 2005 года: сбор-
ник статей. – Казань, изд-во КГУ, – 2005. 
10. Варсегова Е.В. Определение формы контура крылового профиля при 
наличии в потоке точечных особенностей / Е.В.Варсегова // Сборник 
трудов X Международной научной школы гидродинамики больших 
скоростей и международной научной конференции гидродинамика. 
Механика. Энергетические установки (к 145-летию со дня рождения 
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и еще одна принята к опубликованию. Список основных публикаций при-
веден в конце автореферата. 
Содержание, структура и объем работы. Диссертация состоит из 
введения, четырех глав, заключения и списка литературы. Изложена на 
100 страницах, содержит 34 рисунка, 14 таблиц. Список литературы со-
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СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Во введении кратко проанализировано развитие методов проектиро-
вания крыловых профилей, основанных на теории ОКЗА. Особое внима-
ние уделено задачам проектирования и оптимизации крыловых профилей 
с точечными особенностями в потоке. 
Для улучшения аэродинамических характеристик, в частности уве-
личения подъемной силы, часто используется крыло с предкрылком или 
закрылком. Основы теории механизированных крыльев заложены труда-
ми С.А. Чаплыгина и В.В. Голубева. Когда размеры предкрылка или за-
крылка малы по сравнению с размерами основного профиля, возможна 
замена его точечным вихрем. При этом интенсивность вихря принимают 
равной циркуляции скорости на предкрылке или закрылке.  
Задача об обтекании круга с вихрем была решена А.И. Некрасовым. 
Так же он рассмотрел задачу обтекания бесконечно тонкого прямолиней-
ного профиля при наличии в потоке вихря. Задача об обтекании круга с 
вихрем была более детально исследована М.Т. Нужиным. Им также была 
решена обратная задача о нахождении формы профиля по заданному на 
нем распределению скорости при наличии предкрылка или закрылка, за-
меняемых неподвижно связанным с профилем вихрем. Было построено 
аналитическое решение задачи и приведены условия разрешимости. С 
использованием метода квазирешений эта задача была решена Н.Б. Ильин-
ским и А.В. Поташевым. 
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Развитие авиационной техники требует большего увеличения коэф-
фициента подъемной силы. Прогресс в этом направлении связан с объе-
динением систем, создающих тягу и подъемную силу. Для этого исполь-
зуется энергия силовой установки летательного аппарата. В качестве ис-
точника энергии могут служить сжатый воздух от компрессора, струя ре-
активного двигателя или струя воздушного винта. Одним из простейших 
способов математического моделирования струи являются точечные ис-
точники. 
Детальное изучение вопроса об обтекании профиля Жуковского при 
наличии на нем источников и стоков проведено в работе А.И. Некрасова. 
В работе Б.С. Баева и В.Н. Журавлева также рассмотрена задача обтека-
ния профиля при наличии на его поверхности источников и стоков. Авто-
ры делают вывод о перспективности (с точки зрения увеличения подъем-
ной силы) использования таких устройств. 
 общий случай контура с вихреисточником (вихрестоком) в потоке. На 
основе полученных результатов проведен анализ и сделаны выводы. 
    
Рис.11 Рис.12 
В заключении сформулированы основные результаты работы. Особый интерес вызывают задачи проектирования крыловых профи-
лей, обладающих оптимальными аэродинамическими характеристиками. 
Для этого решают вариационные ОКЗА. В статье В.И. Зубова сказано, что 
из вариационных формул Лаврентьева для конформных отображений сле-
дует, что максимальной подъемной силой среди замкнутых контуров за-
данного периметра обладает окружность при режиме обтекания с совпа-
дающими точками разветвления и схода потока. Полное исследование 
этой задачи приведено в работе А.М. Елизарова. В статье Д.Ф. Абзалило-
ва и Н.Б. Ильинского показано, что решением задачи нахождения формы 
гладкого замкнутого контура фиксированной длины, обладающего мак-
симальной циркуляцией, со стоком заданной интенсивности, также будет 
окружность с совпадающими точками разветвления и схода потока. В ра-
боте Н.Б. Ильинского и Н.Д. Якимова решена задача о максимизации 
подъемной силы дужки со стоком, оптимальной также получилась дужка 
окружности. 
Основные результаты диссертационной работы, выносимые на 
защиту: 
1. Метод проектирования профиля крыла при наличии в потоке точеч-
ной особенности (вихреисточника, вихрестока, источника, стока, вихря). 
2. Решение задачи обтекания пластинки с вихреисточником в потоке. 
3. Обобщение решения задачи проектирования профиля крыла на слу-
чай системы вихреисточников в потоке. 
4. Постановка и решение задачи максимизации подъемной силы путем 
выбора оптимальной формы контура и расположения вихреисточника. 
5. Алгоритмы численной реализации, результаты числовых расчетов и 
сделанные на их основе выводы. 
Следует отметить финансовую поддержку Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект 05-08-01153), федеральной целевой 
программы «Научные и научно-педагогические кадры инновационной 
России 2009-13 годы» (гос. контракт № П1124), позволившую ускорить 
выполнение и написание диссертации. 
В первой главе рассмотрена задача обтекания потоком ИНЖ тонкой 
пластинки с точечной особенностью в потоке. 
В §1 изложены математическая постановка задачи и ее аналитиче-
ское решение. В качестве исходных данных задавались длина 2b =  пла-
стинки, скорость iv e α∞  набегающего потока, а также интенсивность 
1  и положение 0y  особенности, в качестве которой 





Q iΩ = − Γ z x i= +0 0  
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Тогда задачу можно свести к двум более простым. Первая задача 
имеет аналитическое решение. Вторую задачу можно трактовать как зада-
чу оптимизации расположения критических точек и вихря при обтекании 




Было проведено аналитическое исследование задачи в случае, когда 
точки C , B , O , M  лежат на мнимой оси. Была получена формула для 
определения радиуса точки M : 










= + +π − . 
Графики зависимости коэффициента подъемной силы 







v L u r∞
⎡ ⎤Γ +⎢ ⎥= π +⎢ ⎥−⎣ ⎦
, 
построенные для ( )1 / 0,1; 0,4; 0,7 , изображены на рис.10. Эти функ-
ции являются монотонно возрастающими, поэтому  достигался при 
π . В результате ре-




0 / 2u v L∞=
Линии тока обтекания ок-
ружности в случае обтекания с 
максимальным  приведены 
на рис.11. На рис.12 изображена 
зависимость коэффициента  




( ) . 1 / v L∞Γ
Из анализа результатов бы-
ли сделаны выводы. 
В §9 задача максимизации коэффициента подъемной силы гладкого 
контура обобщена на случай вихреисточника в потоке. Решение задачи 
проведено численными методами многомерной оптимизации. 
Для определения положения особенности в потоке вначале исследо-
вались частные случаи: контур с источником и стоком в потоке, а затем 
 Требуется найти распределение скорости по контуру  и аэроди-





Решение строилось в зависимости от переменной во вспомогатель-
ной плоскости ζ (рис.1б). Конформное отображение области  на GzG ζ  
осуществлялось формулой 
2 1z zζ = + − . 





sin(( ) / 2)[2cos( ) ( 1/ )]
( )
cos( / 2)[2cos( ) ( 1/ )]
c m m mr rv v
r r∞
γ − γ γ − γ − +γ = − γ γ − γ − +  






v b v b∞ ∞
= =ρ ρ , 
где 1 2 1 2cos sin , sin cosxa yaR R R R R R= α − α = α + α , 
а  и  определяются из выражения 1R 2R
( )
3
2 1 0 1 0
1 2 1 0
0 0
3 5 4
11 0 1 0 1 0 1 1 0
14
1 2 21 01
0 0 0
0 0 0 0
( )2 ( )
2 2 ( ) 2 ( )
22 2 2cos( ) 11
i
i i i i
ii
iR iR v e Q i
v e v e e v e i
v ev e v i
− α∞
α α − α − α∞ ∞ ∞
−− αα ∞∞ ∞
⎡ Ω Ωζ Γ + Γ Ωζ− = − ρ Ω + Ω + Γ Ω ζ + −⎢ ζ ζ⎢⎣
+ π Ω ζ + π Ω −Ω ζ + π Ω ζ + Γ −Γ Ω ζ
⎡ ⎤⎤ ⎛ ⎞π Ω ζπ Ω π Ω α+ + ζ − ⋅ π ζ − ζ −⎢ ⎥⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟ζ ζ ζ ζ⎢ ⎥⎥ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎦
.
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В §2 приведены примеры расчетов обтекания пластинки, показы-
вающие влияние особенности в потоке на аэродинамические характери-
стики пластинки. Построен график распре-
деления скорости по пластинке в зависимо-
сти от дуговой координаты s для значения 
интенсивности 1 0.05 0.05iΩ = − −  вихреи-
сточника расположенного в точке 
 (рис.2а). Показаны зависимо-
сти коэффициентов подъемной силы и силы 
сопротивления от интенсивности вихреи-
сточника (рис.2б,в). Были рассмотрены частные случаи источника (стока) 
и вихря. На основе полученных результатов сделаны выводы. 
0 1.2 0.3z i= −
 вихрем в потоке (рис.9). Заданы скорость v∞  набегающего потока, пери-
метр L  искомого контура. В точке O помещен вихрь заданной интенсив-
ности Г1. Предполагается, что реализуется схема течения с тремя крити-
ческими точками, две из которых располагаются на контуре  (C – точка 
разветвления потока, B – точка схода потока), а третья (точка M) – в пото-
ке. Также предполагается, что не реализуется схема течения, изображен-
ная на рис.8 с чисто циркуляционным течением вокруг контура  и вих-




Требуется определить такую форму контура  и найти такое по-
ложение точки O расположения 
вихря, чтобы коэффициент 
подъемной силы 
zL
( )2 /yaC v L= Γ  был макси-
мальным. 
 
Во второй главе диссертации решена задача построения крылового 
профиля с точечной особенностью в потоке. 
В §3 дана постановка и найдено решение задачи построения крыло-
вого профиля с вихреисточником в потоке (рис.3). В качестве исходных 
Рис.2а 
 
   
б в 
Рис.2б,в 
zo=1,1-0,1i; Г1= - 5; Г1= - 1; Г1= 1; Г1= 5 
∞
С
Задача решена с использова-
нием методов вариационных 
ОКЗА. Вся сложность решения 
поставленной оптимизационной 
задачи состоит в наличии огра-
ничения, связывающего управ-
ляющую функцию ( )S γ?  и пара-
метры mr0 0, , , ,b m
 
Рис.9 
rγ γ . Для ее решения использовалась теорема. γ
Теорема. Пусть функция ( , )f x y  ( )( ),x y D∈  ограничена сверху. Тогда 
( ) ( )
,
sup , sup[sup , ]
x y x y
f x y f x y= . 




f x yα = . Тогда ( )sup ,
y
f x yα ≥ , а это вле-
чет ( )sup[sup , ]
x y
f x yα ≥ . Обратно, пусть 0ε >  произвольно. По опреде-
лению  существует точка sup ( )0 0,x y D∈ такая, что ( )0 0,f x y > α − ε . 
Тем более ( ) , а значит и 0sup ,
y
f x y > α − ε ( )sup[sup , ]
x y
f x y > α − ε . Из 
произвольности ε : ( )sup[sup , ]
x y
f x y ≥ α . Теорема доказана. Рис.3 
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Для верификации полученных результатов было построено решение 
панельным методом прямой задачи при наличии в потоке двух точечных 
вихрей, подтвердившее достоверность решения обратной задачи. 
Четвертая глава посвящена решению задач оптимизации. 
данных задавались периметр профиля L, величина скорости набегающего 
потока v
 
В §7 в рамках модели идеальной несжимаемой жидкости поставлена 
и решена задача максимизации подъемной силы окружности при наличии 
в потоке точечного вихря (рис.7). 
Дана математическая формулировка соответствующей оптимизаци-
онной задачи. Численно показано, что максимум подъемной силы дости-
гается при симметричном обтека-
нии и совпадении точек разветвле-
ния и схода потока. Задача нахож-
дения максимума подъемной силы 
окружности при симметричном 
обтекании решена аналитически. 
Получена формула для коэф-











Γ += + − , 
из которой следует вывод о том, 
что при фиксированной величине интенсивности вихря '1Γ  добиться уве-
личения коэффициента подъемной силы  можно за счет приближения 
вихря к окружности. При этом, если , то  неограниченно воз-




окружность и вихрь обтекаются как единое целое, а точка М стремиться к 
бесконечности (рис.8). 
Сделан вывод о том, что при 
наличии вихря в потоке можно 
достичь больших коэффициентов 
подъемной силы, недостижимых 
при обтекании окружности без 
вихря. 
В §8 поставлена и решена за-
дача максимизации коэффициента 
подъемной силы при обтекании 
гладкого контура с точечным вих- 
∞ , интенсивность 1Ω  и положение  вихреисточника . На 
искомом контуре задавалось распределение скорости от дуговой коорди-
наты s профиля (рис.4). Исходное распределение скорости получено сле-
дующим образом: в найденном распределении скорости по пластинке 
бесконечные значения скорости в 
передней кромке ограничивались 
конечной величиной. 
1z 1O












Требуется определить форму 




Задача решена с использова-
нием методов ОКЗА1. Функция, 
осуществляющая конформное 
отображение внешности единич-
ного круга Gζ  с границей Lζ  
(рис.1б) на внешность искомого 




1( ) (1 ) , i ζz u e e d   G , 
ζ− β −χ ζ ε−ζ = − ζ ζ∈∫ ζ
?
( )χ ζ? Lζгде действительная часть функции  на  известна 
0 0 0
3 2
( ( ))[ 1/ 2cos( )]
Re ( ) ( ) ln .
2 sin[( ) / 2]sin ( / 2)[ 1/ 2cos( )]
i
с m m m





γ + − γ − γχ ≡ γ = γ − γ γ + − γ − γ
??  
Для разрешимости ОКЗА должны выполняться условия замкнутости 
искомого контура  и условие совпадения заданного значения скорости 
 на бесконечности со значением, определяемым в процессе решения. В 




( )S γ?  эти условия имеют вид: 
2
0
( ) cos (1 )S d
π τ τ τ = π − ε∫ ?
2
0
( )sin 0S d
π τ τ τ =∫ ?
2
0
( ) 0S d
π τ τ =∫ ?,  ;  . 
Для их выполнения применялся метод квазирешений ОКЗА. 
___________________________________________ 
1 Елизаров А.М., Ильинский Н.Б., Поташев А.В. Обратные краевые задачи аэрогидро-
динамики. – М.: Наука, 1994. 440 с. Рис.8 
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В §4 приведены примеры проектирования профилей. Порядок расче-
тов был следующим. Вначале ради простоты понимания физики течения 
рассматривались частные случаи: источник, сток, вихрь, а затем вихреи-
сточник и вихресток. Приведены примеры расчетов профилей, получен-
ных при разных значения интенсивности и положения особенности, в том 
числе вихреисточника (вихрестока) (рис.5, табл. 1). Показаны зависимости 
коэффициентов подъемной силы и силы сопротивления от интенсивности 
особенности. 
В §6 приведены результаты расчетов. В качестве примера была вы-
брана задача построения крылового профиля с предкрылком и закрылком, 
которые моделируются двумя точечными вихрями. Исходное распределе-
ние скорости было взято из решения панельным методом прямой задачи 
обтекания крылового профиля 30P30N с предкрылком и закрылком. 
 
Были найдены распределения скоростей по основному профилю 
(рис.6а) и по предкрылку и закрылку. При решении обратной задачи 
предкрылок и закрылок заменялись точечными вихрями. Распределение 
скорости по основному профилю использовалось для нахождения его 
формы. Для замыкания контура основного профиля, который мог полу-
читься разомкнутым, строилось квазирешение. 
Из полученных ре-
зультатов сделан вывод, 
что наличие особенности 
в потоке даже незначи-
тельной интенсивности 
влияет на форму крыло-
вого про-филя и на его 
характеристики. 
 y





В третей главе 
диссертации метод проектирования крыловых профилей при наличии в 





Кривая Q Г1 Cxa,·10-2 Cya
 0,000 0,000 6,555 2,539 
 0,001 0,01 11,981 2,206 Таблица 2 
 – 0,001 0,01 5,835 2,256 
 0,001 – 0,01 7,081 2,813 
В §5 дана постановка задачи и построено аналитическое решение. В 
качестве исходных данных задавались периметр профиля, величина ско-
рости набегающего потока, интенсивности и положения вихреисточников. 
На искомом контуре задавалось распределение скорости от дуговой коор-
динаты s профиля. 
Требуется определить форму крылового профиля и его аэродинами-
ческие характеристики. 
Задача решена с использованием методов ОКЗА. Для решения ис-
пользовались условия разрешимости задачи: условия замкнутости иско-
мого контура и условия совпадения заданной величины скорости со зна-
чением, определяемым в процессе решения. 
Г1 Г2 Сxa Cya
0,007 0,0010 0,423 1,546 
-30,000 0,000 0,959 1,3⋅10
В результате решения задачи был построен замкнутый контур кры-
лового профиля и найдены его аэродинамические характеристики. На 
рис.6б представлены крыловые профиля: исходный (сплошная линия) и 
полученный путем решения обратной краевой задачи с двумя вихрями в 
потоке (штриховая линия). 
Видно, что если заменить предкрылок и закрылок двумя точеными 
вихрями, то это приводит к утоньшению профиля. 
Проведено сравнение характеристик с крыловым профилем без вих-
рей в потоке (табл. 2). Получено, что вихри, также как закрылки и пред-
крылки, позволяют увеличить коэффициент подъемной силы. 
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